Analyse . Limites de fonctions.

Limite d’'une fonction

1. Limite finie en I'infini.

Soitf une fonction définie dans un intervalla] +o [, aétant un réel.
Soit L un réel, la fonctiorf tend vers L quankltend vers +o si et seulement $if (x) - L| tend vers O

(c'est-a-dire la distance enf() et L tend vers 0 pour x assez grand.

Onnote Iim f &)=Loulimf =L.
X —» +00 + 00

Exemple:

Soit la fonctionf définie sur] 0 ; o[ parf(x)= Que constate-t-on lorsquelevient grand?

x |

Déterminer lim f (X).
X — +0o

Soitf une fonction définie dans un intervalle po— a[, a étant un réel.
Soit L un réel, la fonctiorf tend vers L quantend vers <o si et seulement $if (x) - L| tend vers O

(c'est-a-dire la distance enff®) et L tend vers 0 pour x assez grand négatif.
Onnote lim f k)=Loulimf =L.

X—> —00

Asymptote horizontaleLorsque lim f &)=L, la courbe représentative de la fonctibmdmet

X— +00

pour asymptote la droite d’équatign= L en +o. ( énoncé analogue emo}
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Exemple:
Soit la fonctionf définie sur] 0 ; o[ parf (x)= %+ 2. Déterminer Iirrl f X )et en déduire I'existence

X — +00

d’'une asymptote a la courbe de



Analyse . Limites de fonctions.

2. Limite infinie d’une fonction ea (aréel).

Soitf une fonction définie sur un intervalle I tel queJa;bjoul=[b;a[

La fonctionf tend vers+c quandx tend vers si et seulement sf (x) devient de plus en plus grand
lorsque x se rapproche dea.

On note lim f(X) =+ oulimf = +oo

X— a a

La fonctionf tend vers—o quandx tend versa si et seulement si x(devient de plus en plus grand
négatiflorsque x se rapproche dea.

Onnote lim f K )=—oc oulimf =—co,
X- a a

Exemple:
Soit la fonctionf définie sur] 0 ; o[ parf(x)= % Que constate-t-on lorsquest proche de 0 ?

A partir de quelle valeur dea-t-on f (x)= 10007? Déterminerlimof X )
X—

Asymptote verticaleLorsque lim f & )=+, la courbe représentative de la fonctibmdmet pour

X—a
asymptote la droite d’équatiox= a. (idem lorsquelim f X - )
X-> a
xX=a
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Technigue on décompose efim f(x) et lim f (x) aprés avoir étudié le signe du dénominateur.

X—-a X—-a
X<a X>a
. - L 2x-1 e , .
Exemple:Calculer lim puis lim et en déduire I'existence d’asymptotes a la coddfe

X— -1 x2 -1 X-1 )(2—1
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3. Limite infinie en I'infini.

Soitf une fonction définie dans un intervalla] +o [, aétant un réel.

La fonctionf tend vers + quandx tend vers +o si et seulement sf (x) devient de plus en plus grand

pour x assez grand.

Onnote lim f k)=+c oulimf =+co,
X — +00 + 00

Exemple:

2
Soit la fonctionf définie sur] 0 ; v [ parf(x)= x +2. Que constate-t-on lorsquelevient grand?

A partir de quelle valeur dea-t-on f (x)= 1000? Déterminer Iirﬂ f(x).
X - +00

La fonctionf tend vers < quandx tend vers +o si et seulement si pour x (dgvient de plus en plus
grand négatifpour x assez grand.

Onnote Iim f k)=—w oulimf =—co.
X - +00 + 0o

Soitf une fonction définie dans un intervalled ;a[, aétant un réel.

La fonctionf tend vers + quandx tend vers <o si et seulement si x(devient de plus en plus grand

pour x assez grand négatif.
Onnote |lim f &)=+ oulimf =+c,

X—- —00 —00

La fonctionf tend vers < quandx tend vers <o si et seulement x( devient de plus en plus grand
négatif pour x assez grand négatif.
Onnote Iim f k)=—oc oulimf =—oo.

[ole)

X— —o00 -

3. Limites de référence Soitn un entier naturaion nul

lim x" = +oo0 lim /X =+
X— +oo X— +00
Lorsquen est pair : lim x" =+ lorsquen est impair : lim x" = -0
X— —o0o X— —00
: 1 : 1
lim — =0 lim — =0
X - +o00 Xn X—- —00 Xn
- 1 . - 1 : 1
Lorsquen est pair : lim — = +oo lorsquen est impair :lim — =-c et lim — =+
x-»0 xN x- 0 x" x-0 x"
x<0 x>0
Lorsquef est une fonction polynéme, rationnelle, sinusjragsou racine carrée définie sur un intervalle
| etaun réel appartenantal, onlem f(x)=f a ()
X— a
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4. Opérations sur les limites.

Les résultats concernant la limite d’'une somméniae d’'un produit ou la limite d’'un quotient de
fonctions lorsque tend vers un rée sont intuitivement évidents. De méme que « I'igeet’'un
infiniment grand est un infiniment petit » et «aiierse d’un infiniment petit est un infiniment gdan

Il existe cependant quatre cas de formes indétéesiqui nécessiteront une étude particuliere chiaigie

. , o O
gu’ils se présenteront—oo; O Xoo; —; 3
[00)

Limite d’une fonction polynédme ou rationnelle emfini.
La technique consiste a mettre en facteur le telenglus haut degré.

Limite d’'une fonction composée.

Lorsque limu(x) =b et Ilim f(u)=c onalim f(u(x))=c
X- a u-b X— a

R . . _Inx X .
Limites a connaitrei n entier naturel non nul) im —=0 ; Im —=+40 ; Ilim xInx=0

X +oo xN X +o0 X X-0

EX 1 Déterminer les limites, aux bornes de leurs donsadteedéfinition, des fonctions suivantes:

3x% +2x-3 2x% +4x—6
frixms —— f2iXim> —
x=1 4X° +14x+6
EX 2 Déterminer les limites suivantes:
a) lim In(3x+5 b) Iim In(3x+5 : 2 . 1
) Jim In@x+5) ) lim_INEX+5) o im Yx2+3 d) lim cod =
X —— X— +oo X— +00 X
3
e) lm -2 f) lim e -2 g) lim e<-2 h lim
X — +00 X-0 X — —o X0 eX
. . X . . InXx 2
) lim ) lim = 9 tim ) lim x-Inx
o - X X-+oo X X = 00
m) lim e 2**1 n) lim e o) lim e 2x* p) lim =
X - +o00 X-0 X —» —00 X — 400 eX
_ 2_ . 2_ - 2 5. ' X
q lim <& n lim e "2+ s) lim x°-Inx~; g Xllrrlmxe
X — +00 X-0 X— +0o
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EX 3 Trouver les réela etb compte tenu des renseignements donnés sur ladoffict

1fxsa X0t ppXox7t im ) =1 etf(0)=-1
X+2 X2—1 X— +oo
2
+bx +
2. f1x, XHDXH3 lim f(x)=2
2x+1 X— —00

Asymptote obligue.

Si lim f(xX)—g(x)= 0, les courbes d’équatiogs f(x) ety = g(x) sont des courbes asymptotes.
X— *oo

En particulier Sig(x) = ax + b, la droite d’équationg = ax + b est asymptote oblique a la courbe
représentative de

. f(x .
Dans ce cas: lim Y =a etlm fX)-ax=Db
X—> *oo X X—> oo

Le signe dd ( x) — (ax+ b) détermine alors la position de la courbe papoapa I'asymptote.
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EX 4 Soit la fonctiorf définie parf (x) =

surD =]-oo0 ; 3[ [0 ]3; +oo.

Déterminer les réels, b etc tels que, pour todeD, f(x) =ax+ b + %
X_

En déduire que la droite D, d'équatior2x + 6, est asymptote a la courbe C en et en +oo .
Etudier la position relative de la courbe C etaldroite D.
La courbe représentative tladmet-elle une autre asymptote? Si oui, en dormmgéguation.

Pon P

—x2+2

EX 5 Soit la fonctiorf définie parf (x) = sur Feo ; —1[ O ]-1 ; +oo[.

1. Montrer que la droite D, d'équatign=—x + 1, est asymptote a la courbe C em et en +co .
2. Etudier la position relative de la courbe C etaddroite D.
3. La courbe représentative tladmet-elle une autre asymptote? Si oui, en dammeequation.




