Primitives et Intégrales

Primitives d’'une fonction sur un intervalle.

Soitf etF deux fonctions définies sur un intervalle . DipgeF est une primitive désur | signifie qud-
est dérivable sur | et que, pour toude |, F'(X) =f (X).

Toute fonction définie et continue sur un intergdladmet sur cet intervalle une infinité de privas qui
different d’une constante.

Si F etG sont des primitives, sur un intervalle | des famtsf etg et sia et S sont deux réels, alors
a F+ [Gestune primitive derf + Sg.

Si une fonctiorf admet une primitive sur un intervalle I, il existee primitive et une seule élsur I qui

prend une valeur donnée en un point donné de I.

Primitives usuelles.(k est un réel ¢ est un réelr # -1, n un entier naturel non nul )
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EX 1. Déterminer la primitive dg notéeF, vérifiantF (xo) = a dans les cas suivants:

fi:xs>4x3-7xavecxy =3eta=2;

fz:x— \/; avecxg=2eta=1

3
f2:x»—>—2 avecxg=leta=0:;

X
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EX 2. Déterminer une primitive de

fr:x>4x3+5x%+7x-6 foixis(X+1)(x=1) -1 1 2
f3.XI—>—2+—3+—4
Xc x° X
3 fs:x>(4x+5)3 -3
fa:xX> fe: X
2x+1 (3x+1)°
fr:x fg:x ! fg:x 2x
7 X ——— 8. X 9. X
2x-3)3 J3x-1 (2 +1)2
3,.2_ 2x+1 3
2X° + 1 . _
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2y 2 X< +x+1 X2
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f13.XH2— f14.XH 5 f15.X|—> >
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] 1 ) In x . X 3
f16: X fi7: X — f18.XH26 +—
xIn x X X
frg: x> 7€ fog: x> e2X*3

Intégrale d’une fonction sur un intervalle

Soita etb deux réels d'un intervalle | €une fonction continue sur |.

. R . . (b . . -
L’intégrale dea ab de la fonctiorf, noteq'a f(Xdx, estleréel F(b)-F(a), ouF estunmpive de

fsurl.

On noteJ':f(x)dx: [F (x)]g: F(b)-F(a).

On a aussi :

gi(x):j:f(t)dt ,alorsg'( x) =f(x) :

f(x)—f(a):j; £1(t) dt

, . . X . .
Etant donné un poirgde I, la fonctiorx— ja f(t)dt est I'unique primitive désur | prenant la valeur O

au pointa.

EX 3 Calculer les intégrales suivantes :

ﬁz(x2+2)dx f

EX 4 On considére la fonctiofi: x > f(x) =

) tieeA 3
pour tout réel différent d% :

o 3
13x-1)?

2 3 1 3
dx jlmdx J‘Omdx

X —
(2x-3)
A

+
(2x-3)% 2x-3

e Inx 1 3
L, W j0(5x+2) dx

.Montrer qu'il existe deux réefsetB tels que,

e X-2

, puis calculer 1 :I — 2 < dx.

e (2x-3)?
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Interprétation géométrigue.

Lorsquef est une fonction continue et positive sur
un intervalle l,a etb étant deux réels de | tels que
a < b, I'aire du domaine délimité par la courbe

représentative de I'axe des abscisses et les droite

d’équationsx = aetx = b est: I:f (Xdx. j

( Attention: le résultat est donné en unités &'air

EX 5 On considére la fonctioh: X — x2

Déterminer I'aire du domaine limité par la courleecgtte fonction, I'axe des abscisses et les droite
d’équationsx =1 etx = 2.

Propriétés.

j;f(x)dx=—jzf(x)dx : [2f(9dx=0 ;

Formule de Chasles : j; f (x)dx:jz f

(x)dx+j; f(Xdx

EX 6 Calculerjixﬁdﬁjgxﬁdx+jsx 2dx

EX 7 Soit la fonction numériquidéfinie parf (x ) = a + b oll a et b sont deux réels.

Déterminer a et b sachant qﬁéef(x)dx: g et jlz f(x)dx= %1 puis calculerjjf(x)dx.

Linéarité: jZ(af(x)+ Bg(x)dx= a j: f(Wdx+ B jzg(x)dx :

EX 8 Calculerj121+1dx —Ilzldx
X X

e b
Positivité: sia<b etf=0 anrsJ‘af(x)dxz 0 ;

b b
Intégration d’une inégalité sia<b etf<g, a|0I’SIaf(X)dXS jag(>odx ;

EX 9 On considére une fonctidréfinie et dérivable sur [0 ; 2], telle que, ptautx de cet
intervalle X% +2x < f(x) < X2 +2x+ 2

. . 2
Déterminer un encadrement @(g)ef (X¥dx
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Valeur moyenne d’'une fonction sur un intervalle.

Si f est une fonction définie et continue sur un intbevia ; b] ,
b
on appelle valeur moyenne fisur ja; b] le réel : y = b—la J'a f (x) dx.

L'intégrale de la fonctionf sur l'intervalle b ; b] est I'aire du rectangle dont les cétés ont poangleur
uet(b-—a).

Inéqgalité de la moyenne

Si f est une fonction définie et continue sur un intbevia ; b] et metM deux réels tels que, pour tout
. b
de l'intervalle p; b, m< f(x) < M, alorsm(b-a) < jaf(x) dx < M (b-a)

EX 10 Soit la fonction numériquidéfinie parf (x) = x% —5x+1
Déterminer la valeur moyenne fisur [-1; 2 ].

EX 11 Soit la fonction numériquidéfinie parf (x) = cosx.

En utilisant un encadrement de coslonner un encadrementj'cz?e‘ (X¥dx

EX12
Soita un réel positif.

1. Calculer en fonction de I'intégrale définie par :(a) = Ij(6e2x -2ex)dx.

2. Résoudre dang, I'équation :I1(a)=4.

EX13

. . L, 1 _
L'objet de I'exercice est de calculer l'intégrdle .[o (x2+x-De X dx.

Soit F: x> (ax2+bx+c)e”* ol a, b, ¢, sont trois nombres réels.

Calculer F ¥) puis déterminer a, b, ¢ pour que F soit une prmaisurR de la fonctiorf définie par
f(x) = (x% +x-1e*

Calculer alors 1.

EX 14 On considére la fonctiohdéfinie sur [-4 ; 3] paf(x) =x%>+x— 6

1. Déterminer le sens de variationfdet dresser son tableau de variation.

2. Représenter la fonctidrdans un repéreo; i , j ). (unité graphique le cm).
3. Etudier le signe df

4. A l'aide du graphique, vérifier le signe e

5. Calculer la valeur moyenne flsur [-4 ; 3].
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Calcul d’aire.

Attention: les résultats sont donnés en unitésel'ai -

L’'unité d’aire est égale a la mesure de l'aire ectangle 1 unité d'aire
dont les c6tés ont pour mesures les normes deswect

unitaires. 0 H

Aire comprise entre une courbe et I'axe des abssgiss

Soit A I'aire comprise entre la courbe représentativae’fonctionf, 'axe des abscisses, et les droites
d’équationsx = aetx = b.

1) Si f est une fonction positive et intégrable su

(2 b] p
A:jaf(x)dx A
o Ir a b
2 ) Si f est une fonction négative et intégrable su it 3 2] b
[a, bg o|§ U
A=- ja f (Xdx

3) Si f est une fonction positive sua|, c],

négative sur £, b] : it aldibc | b
C b ES
= = - o 3 A
A=A+ A = [ H(9dx- [T (9ax i - L
EX 15 Soitf la fonction définie sur] 0 ;e[ par: f(x) _Inx et C sa courbe représentative .
X

1. Etudier les variations de

2. Déterminer I'abscisse du point d’intersection AGlet de I'axe des abscisses.
3. Donner une équation de la tangente T a C en A.

4. Représenter C et T dans un repere orthonorméé Rain ).

Soith la fonction définie sur] 0 ; e[ par :h(x) = (In x)2

1. Déterminer la fonction dérivée the

2. En déduire une primitive desur ] 0 ; +oo[.

3. Calculer en crl'aire du domaine plan limité par la courbe Cxgales abscisses et les droites
d’équationsc = 1 etx = € .
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Aire comprise entre deux courbes.

Soit A I'aire comprise entre les courbes représentatiessonctions etg et les droites d’équations= a
etx =b.

y=fz)
1)Sisurfa,b],f>g,alors: A
b
A= | (f(x)- d N b
[, (F0) = g0 1 |
y=gix)
y=1=) |
2)Sisurfa,c],f=g etsisurfc,b],g="f,
alors :
A= (10 - g00)dx+ [ (g(x) - F()dx J.:. 2 lc o
y=g.x)

EX 16 Soitf la fonction définie suR par : f(x) =e* - xe

1. Etudier la limite dd en —o .

eX

2. Vérifier que poux non nul :f (x) = x{——e} . En déduire la limite dien +oo.
X

3. Etudier les variations deet tracer son tableau de variations.

SoitC la courbe représentative fldans un repere orthogm(@l i ]) d'unité 3 cm sur I'axe des abscisses

et 2 cm sur I'axe des ordonnées.

1. Montrer que la droite D d’équatign= — xeest asymptote @et étudier la position d&par rapport a la
droite D.

2. Calculer en cri l'aire de la partie du plan limitée par la couth®, I'axe des ordonnées et la droite
d’équationx = —1.



