TESTS DE VALIDITE D'HYPOTHESE 1

NATURE DU PROBLEME.

D’une maniére générale, il s’agit, a partir deud d’'un ou de plusieurs échantillons, de prendee d

décisions concernant 'ensemble de la population.

La procédure qui consiste a préciser:

e comment un ou plusieurs échantillons doivent étééepés dans la population étudiée

» guelles mesures doivent étre effectuées sur cemaahantillons

» guelle décision doit étre prise a propos de I'eriderde la population étudiée, suivant les résultats
obtenus sur le ou les échantillons

s’appelle en statistique un test de validité d’hipse.

LES HYPOTHESES ET LES ERREURS.

Considérons une population donnée. On désire gueyanne de cette population, lorsqu’on I'observe
suivant un certain caractére, ait une vatagdonnée.

On suppose que la difféerence entre la moyenne géeh{an, ) et la moyenne effective de la population
(m) est nulle: c’est 'hypothése nulle, notég Hm=my .

9
n

aléatoirex , qui, & tout échantillon aléatoire non exhausgitalllen, associe la moyenne de cet
o

Jn

, . , n,— . , L.
chaque échantillon et I'écart-type, donci( X -m) suit la loi normale centrée réduf( 0, 1).
o

On sait que la distribution des moyennes suitiladomaleN ( m, ), c’est a dire que la variable

échantillon, suit approximativement la loi normald (m, ), oum est la moyenne I'effectif de

En utilisant la loi normale centrée réduite, ontpifinir une valeur de t qui permette d’obtenir
p(-t<T <t)=1-a etdonc un intervalle de confiance avec une pntitadonnée.

On préleve alors un échantillon de taillet on calcule sa moyenr;e
Si x appartient a l'intervalle défini on accepte,tsinon on rejette bl

Exemple

Une entreprise recoit un lot de 500 pieces. Lerfizgeur indique que ces 500 pieces ont une masse
moyenne de 780 g, I'écart-type étant de 12,5 g.

L’entreprise décide de faire un test, de gardéstlsi le test est favorable, de le renvoyer aurfmseur
dans le cas contraire, avec un risque de 5 %.

L’hypothese nulle, notée festm = 780. On préléve un échantillon de taille 36.

9 <X <m+t-Z )=1-a on obtientp ( 775,92 X <784,08) = 0,95

N Jn

On sait donc, avant de prélever un échantilloradie h = 36, que sa moyenne appartient a I'intervalle
[ 775,92 ; 784,08 ] avec la probabilité 0,95.

Autrement dit, si 'hypothese klest vraie, il n’y a que 5% de chances de préleme¥chantillon aléatoire
de taillen = 36 dont la moyenne soit inférieure a 775,92upeseure a 784,08.

D’apres la relatiop (m - t
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Soit xe la moyenne de I'échantillon prélevé:

¢ SixeD [ 775,92 ; 784,08 ], on accepteydonc on considere que la moyenne de la populagbii80,
le lot est gardé.

« SixeD [ 775,92 ; 784,08 ], on rejettedtlonc on considére que la moyenne de la populatest pas
780, le lot estenvoyé.

Dans cet exemple, sidst vraie, on prend le risque de se tromper B&ngles cas, en rejetant a togt H

On définit ainsi_ une région critique au seuiE 5 %.Le seuila est la probabilité de rejetepldlors que
Ho est vraie. Il correspond a I'erreur de premiepees.En général on fixe a priori la valeur de

rhgion critique région cxitiqe
0.025 0,025
0,95
115,22 780 784,08

on rejette on accepte on rejette

Une autre erreur consiste a accepteratbrs que H est fausse: c’est I'erreur de seconde espece Jalont
probabilité est notép.

L'idéal serait de rendre les nombre®t B les plus petits possibles maisgtant fixé, diminuer I'un c’est
augmenter l'autre. La seule fagcon de diminuer &sxd’est d’augmentaer, ce qui n’est pas toujours
possible.

En fait, la plupart du temps, les erreurs des dgoes n’ont pas la méme importance et on essaie de
limiter la plus grave.

1-B est la probabilité de rejetergHalors que H est fausse: c’est, par définition, la puissanceedti

TEST BILATERAL, TEST UNILATERAL.

Un test est bilatéral quand la région critiquesaisiee des deux cotés de la région ou I'on acdépte
L’hypothese alternative notée e traduit alors pan #mg .

On peut aussi rencontrer des situations ou |'onsahmar exemplen < mg comme hypothése alternative
H,. Le test est alors unilatéral et la région criéigst alors entierement située d’'un cote de lanégu

I'on accepte H.
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DEMARCHE,

En général, les questions faisant intervenir undewalidité d’hypothése peuvent étre résolues en
adoptant le plan suivant:

A . Construction du test.

1. Choix de I'hypothese nulle ¢¢t de I'’hypothese alternative;H

2. Détermination de la région critique a un seudonné

3. Enoncé de la regle de décision: Si un paramettfédsantillon est dans la région critique, on reget
Ho, sinon on acceptegH

B . Utilisation du test.
1. Calcul du parametre de I'échantillon mentionné danggle de décision
2. Application de la regle de décision

EX1

Reprendre I'exercice 2 du chapitre ** Estimation ”

Au garage ou sont stationnés les camions, le resjptamaffirme qu’il y a, en moyenne, 4 camions en

panne par jour. Un des chauffeurs prétend qu'il p 6.

1. Construire un test permettant d’accepter ou noseail de 5 % et au vu des résultats sur 30 jéairs,
point de vue du responsable.

Utiliser ce test avec I'échantillon de I'énoncée.

2. Méme question pour la proposition du chauffeur.

3. Reprendre ces deux questions en utilisant le dewslignification de 1 %.

EX?2

Reprendre I'exercice 3 du chapitre ** Estimation ”

1. Construire un test permettant d'accepter ou deerejewu seuil de signification de 5 %, I'hypothése
selon laquelle, au vu d’un sondage portant sur J@88onnes interrogées, le candidat sera élu au
premier tour.

Utiliser ce test avec I'échantillon de I'’énoncée.

2. Méme question au seuil de signification de 1 %.

COMPARAISON DES MOYENNES DE DEUX POPULATIONS.

Exemple:

Une entreprise recoit un lot de 500 pieces d’urieepriseA, et un lot de 800 pieces d’'une entrepBse
Dans chaque cas la masse moyenne indiquée paulesskeurs est de 780 g.
Un échantillon est préleve dans chaque lot, d’'&ffe26 pour le lotA, d’effectif 50 pour le loB. Les

moyennes des échantillons sonta= 774,7 etxg = 779,6.

La question que I'on peut se poser est: la difféeeantre ces deux moyennes provient-elle d’'une
différence entre les productions des deux fournisseu du choix des échantillons ?

Autrement dit, comment construire et utiliser ust fgermettant de décider, a partir des échantillons
préleves, s’il y a une différence significative,sauil de 5 % par exemple entre les moyennes dssana
des pieces livrées par les deux fournisseurs ?
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oA

a

Les distributions des moyennesaet X g suivent respectivement les lois normadg ma ) et

4:!

s

Supposons que ces deux variables aléatofraet X g sont indépendantes.

Par définition, la variable aléatoire DXg - X aassocie a tout échantillon de taille 36 prélevésdan
populationA et a tout échantillon de taille 50 prélevé dansdpulationB la différence des moyennes de
I’échantillonB et de I'échantillorA.

N(mB,

).

D= YB-YAsuit une loi normale et:

e vira. OB
E(D)=E(XB)-E(XA)=mg-ma ; V)=V (XB)+V(Xa)= =+
B A
2 2
9 Jg  9a : ,
L’écart-type deD est doncop = ,/—+—" =2,7. D suit donc la loi normalN (mg-ma; 2,7).
Ng  Na

Construction du test.

Ho:mg=ma ; Hi:mg# ma

On teste donc la validité de I'hypothése: la moyedes masses des pieces sur I'ensemble de chaque
livraison est la méme pour les fournissediet B , avec une probabilité de 0,95.

Sous H, D suit la loi normaldN ( 0; 2,7).

On obtientp (-5,2% D < 5,29)=0,95

région critique région critique
0,025 0,025
0,95

-5,209 u 5,20

an rejette on accepte an rejette

Regle de décision.

On préléve un échantillon aléatoire de taille= 36 dans la populatioi et on calcule sa moyenniA;
on fait de méme avec la populatiBnavecn g = 50. Soitd = XB - XA.

e SidO[-5,29;5,29 ] on accepteH

e SidO[-5,29;5,29 ] on rejette H

Utilisation du test dans I'exemple donné.
d=779,6 - 774,7 = 4,9 donc on acceptg H

par les deux fournisseurs.
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Autre probleme:

Comment construire et utiliser un test permettandékcider, a partir des mémes échantillons, si la

moyenne des masses des pieces livrées par lesseumB est significativement supérieure, au seuil de

5 %, a celle du fournisse&r?
Il semble alors naturel de prendre pour hypothégse g > ma, mais, ne connaissant pas la valeur

numerique deng - Ma, il N’est pas possible d’obtenir des résultatmérques pour la variable aléatoire

D.

On doit donc choisir une égalité poup Hdans tous les cas. Ici on choigiz = ma .
Mg > My est alors I’hypothése alternative idu test unilatéral.

H ; est acceptée lorsquepldst rejetée et inversement.

Construction du test.

Ho:mg=ma ;| Hi:mg>mju

Détermination de la région critique au seuil de.5 %

Sous H, D suit la loi normaldN (0; 2,7).
On obtientp (D < 4,44) =0,95

région critique

.
)

0 444

Regle de décision.
On préléve un échantillon aléatoire de taille= 36 dans la populatiof et on calcule sa moyennea ;
on fait de méme avec la populatiBnavecng= 50. Soitd = XB -XA .

* Sid < 4,44 on accepte et on rejette H.
* Sid > 4,44 on rejette et on accepte H

Utilisation du test dans I'exemple donné.

d=779,6 —774,7=4,9 or 4,9 > 4,44 donc on rejei et on accepte H
Au seuil de 5 % la moyenne des masses des piecésdipar le fournisse@rest significativement
supérieure a celle du fournisséur

Remarques.

La définition de la procédure est capitale danwike de décision: au méme seuil de 5 %, et ar phasi
mémes échantillons, les conclusions ont été diiféseavec un test bilatéral et un test unilatéral.
Dans le cas de test de validité d’hypothese raatif pourcentage, la démarche est analogue en

remplacant la variable aléatoidé par la variable aléatoire F.
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EXS3.

Une entreprise s’interroge sur 'efficacité d'usplbsitif destiné a améliorer la qualité d’'une fedtion.
Sans utiliser ce dispositif, un pourcent@gaconnu de piéces fabriquées sont correctesukessadevant
étre retravaillées.

Sur un échantillon de 100 pieces, on observe §usoat correctes.

En utilisant ce dispositif, le pourcentage incodieupiéces correctes est npte

Sur un échantillon de 400 pieces, on observe gGesaft correctes.

On suppose que tous les échantillons intervenapeiovent étre considérés comme préleves au hasard
avec remise et que la variable aléatoire F ( rés@ecent F' ) qui, a un tel échantillon de taiie 100
(respectivemem’ = 400 ) associe son pourcentage de piéces cayeaclie une loi normale.

On suppose que F et F’ sont indépendantes.

On prend pour valeur de I'écart-type de F ou dieBtimation ponctuelle fournie par I'échantillon
correspondant.

Peut-on, au seuil de signification de 5 %, congidque le dispositif améliore la qualité de la fedion?

EX4.

Une entreprise fabrique des pots de peinture.
Elle les fait livrer habituellement par lots de&fts ou de 100 pots. On se propose d'étudier lestioas
de la quantité d'un certain produit A contenu daraxjue pot.

Partie A

On suppose que la production totale de I'entrepssérés importante et que 7,5 % des pots falsiqué
contiennent plus de 110 g de substance A. On ndgevAriable aléatoire qui a tout tirage aléatdiee20
pots (tirage considéré comme tirage avec remisecasle nombre de pots contenant plus de 110 g de
substance A. On note de méme Y la variable assdeaié® le cas de tirages de 100 pots.

1) Préciser la loi de X.

2 ) Calculer au millieme le plus proche la probi&bitle I'événement « X =1 »,

3) Préciser laloide Y.

4 ) On veut approcher la loi de Y par une loi desfan de méme espérance mathématique. Préciser le
paramétre de cette loi de Poisson.

5) En supposant que Y suive effectivement la éoPdisson ainsi définie, donner une approximation a
millieme le plus proche de la probabilité de I'ém@ent « Y< 6 ».
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Partie B
On a contrdlé le dosage du produit A a la sortidelex chaines de fabrication.
Deux échantillons de 100 pots ont été analysés pfovient de la chaine |, I'autre de la chaine 2.

Le tableau suivant donne la répartition de I'édhantde la chaine | en fonction de la masse delyitcA
exprimée en grammes.

m (en g) | [100,102] [102,104[] [104,106[] [106,108[] [108,110[] [110,112[] [112,114[] [114,116]

Effectifs 1 3 25 32 27 6 4 2

On donne des valeurs approchées de la moyenret de |'écart type de I'échantillon fabriqué par la

chaine 2: m = 107 eto, = 2 (en grammes).

Dans les questions 1 et 2 les valeurs seront aaeiad dixieme le plus proche.

1) En prenant les centres des classes, calcudeapproximation de la moyenne net de I'écart type
alde I'échantillon issu de la chaine |.

2) En considérant les résultats obtenus danshaipre question, donner les estimations ponctuelles
a) des quantités moyenngs, et 1/, de produit A pour les productions de ces deuxngsi

b) des écarts types £t s, correspondants.

3) On se propose de savoir si la différence degemtes observées dans les deux échantillons est due
des fluctuations d'échantillonnage ou si la chdmébrication | produit des pots contenant dagntie
produit A que la chaine 2.

On noteY1 la variable aléatoire qui a tout échantillon adéatde 100 pots provenant de la chaine |

associe la quantité moyenne de produit A dansatetrgéillon.
On note X2 la variable aléatoire qui a tout échantillon adatde 100 pots provenant de la chaine 2

associe la quantité moyenne de produit A dansatetrgillon.

On admettra que:

x|

S
. . N _1
, Suitune loi normale de parametreget 10

s
* X, suit une loi normale de parametreset 1—%

. 71 etX_2 sont des variables aléatoires indépendantes

e D= Yl—x_z suit une loi normale.
On choisit I'hypothése nulle §t «H, = p,»contre I'hypothése alternativell:—|«,u1 > p,»

a) Calculer la variance de la variable aléatbir®©n appellec (D 3on écart type.
Vérifier queo (D )= 0,32.

b) Calculer au centiéme le plus proche le réel que P D < a) = 0,99.

c¢) L'hypothese nulle blest-elle acceptée ou rejetée (au seuil de 1 %) ?



