Probabilités.

VOCABULAIRE DES PROBABILITES

Un sac contient 7 numéros: 4 rouges R2, R3,R4 et 3blancs B, B, B7 .
On tire au hasard un numéro du sac.

Vocabulaire

Signification

Exemples

Expérience aléatoir

cExpérience dont le résultat n’est pas

Tirer un numéro du sac

ou épreuve prévisible parmi des résultats possibles

Eventualité Issue possible de I'épreuve Tirer R

Univers Q Ensemble de toutes les éventualités Q={R;,R2,R3,R4,B5,B¢,B7}
issues de I'épreuve

Evénement Ensemble des éventualités liées a UAe* Obtenir un numéro impair ”
action, une situation. C’est une parti¢A={R1, R3, B5s, B7}
de l'univers B: “ Obtenir un numéro rouge ”

B={Ri1,R2,R3,R4}
Evénement Evénement n’ayant qu’une seule C: “ Obtenir le numéro 7
élémentaire éventualité C={B7}

Evénement certain

Evénement contenant toutes les
éventualités de I'épreuve

D: “ Obtenir un numéro inférieur a 10"
D=9

Evénement Evénement qui ne se réalise jamais E: “ Obteninuméro vert ”
impossible E=0D
Intersection d’ | Evénement formé par 'ensemble desA n B: ** Obtenir un numéro impair et

événements | éventualités communesa AetaB |rouge”

AnB AnB={R;, R3}
Réunion d’ Evénement formé par 'ensemble desA 0 B: “ Obtenir un numéro impair ou
événements |éventualités de A ou de B rouge ”

AOB ADB:{Rl,Rz,R3,R4,Bs,B7}
Evénements |Evénements n'ayant aucune éventualie” Obtenir un numéro blanc”

incompatibles
(ou disjoints )

commune. Leur intersection est vide

G: “ Obtenir R3”
FnG=0O

Evénements
contraires
AetA

Evénements incompatibles dont la
réunion forme l'univers

A “ Obtenir un numéro pair ”
A={R2,R4,Bs}

Systeme complet
d’événements

Un systéme d’événements est dit
complet si et seulement si:

les événements sont deux a deux
incompatibles

e aucun n’est impossible

leur réunion formen

Un systéme complet d’événements ¢
une partition de

H:={R:1,R2,R3}
H,={Bs,Bs}
H3z={R4,B7}

st

Inclusion
JoK

Si J est réalisé alors K I'est aussi

J3{Bs}
K={R1, R2,Bs, B¢}
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PROBABILITES

Définition

Définir une probabilité, liée a une épreuve sunniversQ, c’est associer a chague événement un

nombre compris entre O et 1 tel que:

» la somme des probabilités des événements élénmenst égale a 1

» La probabilité d’'un événement est égale a la soamseprobabilités des événements élémentaires qui
le composent.

Propriétés

Soit AetB deux événements de

* p(A)=1-p(A)

- p(0)=0

-+ p(a)=1

« Si AOBalorsp(A)<p(B)

* p(AOB)=p(A)+p(B)-p(AB)

* Si AetB sontincompatiblesp(®B)=p(A)+p(B)

e SiA1, Ay, ..., A, estun systeme d’événements deux a deux incongsatlors :
n n
p(JAi)=D p(A)
i=1 i=1
n
e SiAi, Ay, ..., A, estun systeme complet d’événements al§r:s p(Ai)=1
i=1

Equiprobabilité

Lors d’une épreuve, si toutes les éventualitédaomtéme chance d’apparaitre, il y a équiprobabilité

nombrede casfavorables  Card A

Dans le cas d’ équiprobabilité : p (A) - =
nombrede caspossibles CardQ

EX1
20 chevaux sont au départ d’une course. Quella gsbbabilité de gagner le tiercé:
a) dans l'ordre ? b) dans le désordre ?
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PROBABILITE CONDITIONNELLE D’'UN EVENEMENT

Il s’agit de calculer la probabilité d’'un événemeBnisachant qu’un événement A s’est réalisé.

Définition.
Soit p une probabilité sur un univeds et soit A un événement de probabilité non nulle.
Pour tout événement B, on appelle probabilité sachale B le réel noté p( B ) défini par

B):p(AmB)

Pa( o(A)

La probabilité sachant A est appelée aussi prab&bibnditionnelle a A.

Cas patrticulier.

 SiAimplique B, c'estadiresiBB,onaAnB=Adou pa(B)=1
pB)
P(A)

« SiBimplique A, c’estadiresiBA,onaAnB=Bdou m(B)=

Propriétés d’'une intersection.

Soit p une probabilité sur un univeds et soit A un événement de probabilité non nulle.

Pour tout événement B on aApB)=% dou p(AB)=p(A)xpa(B)
p

Calculde p (B).

AnBetA nB étant incompatiblesona: p(B)=p{(B)+p (A nB)

EX?2

Dans une population donnée, 15 % des individusinatmaladie Ma. Parmi les individus atteints par la
maladie Ma, 20 % ont une maladie Mb et parmi leévidus non atteints par la maladie Ma, 4 % ont la
maladie Mb. On choisit un individu au hasard etonsidere les événements:

A : “ Lindividu est atteint par la maladie Ma ”

B : “ L’individu est atteint par la maladie Mb ”

* Donnerles valeursde p (A) afB), px(B) .

e Calculerp(B),p(A).

EX3

Une société de produits pharmaceutiques fabriqueesrgrande quantité un certain type de comprimés.
un comprimé est conforme si sa masse expriméeagnnges appartient a I'intervalle [ 1,2 ; 1,3 ].

La probabilité qu’'un comprimé soit conforme est30,9

On choisit un comprimé au hasard. On note :

A : I'événement “ Un comprimé est conforme ”

B : 'événement “ Un comprimé est refusé ”

On controéle tous les comprimés. Le mécanisme ded@erest tel que :

* Un comprimé conforme est accepté avec une probadii 0,98

* Un comprimé qui n’est pas conforme est refusé amecprobabilité de 0,99.
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1) Déterminerp (B),p(AnB),p (A nB)

2) Calculer:

a) la probabilité qu'un comprimé soit refusé.

b) la probabilité qu’un comprimé soit conforme sachauitl est refusé.

EX4

Une entreprise a produit 10000 pieces dans la semai

Ces pieces proviennent de 4 ateliers : I'atelier groduit 3000 pieces, I'atelier B a produit 250€cps,
I'atelier C a produit 3500 pieces et I'atelier Praduit 1000 pieces.

Le pourcentage de pieces conformes aux normesé&emops est le suivant :

Pour I'atelier A : 95%, pour I'atelier B : 92%, poliatelier C : 93% et pour 'atelier D : 97%.

On choisit au hasard un piéce parmi les 10000fabdg dans la semaine. Quel est la probabilité ejile c
piece soit conforme aux normes européennes ?

Indépendance de deux événements.

Deux événements A et B sont indépendants lorsqulesation de I'un ne modifie pas la probabitigé
réalisation de l'autre. On a alors:
pP(AnB)=p(A)xp(B) etaussip(A)=p(A)etp(B)=p(B).

L’événement certain Q ) est indépendant de tous les autres, ainsi guérfement impossibler{( ).

EX5

On tire au hasard une carte dans un jeu de 3Xcarte

Soit A I'événement : « tirer un as » et B I'évémant : « tirer un ceeur »
A et B sont-ils indépendants ?

EX6
On a posé a un groupe de 36 étudiants de BTS Higne « Regardez-vous des séries en streaming ? »
Les réponses sont les suivantes :

Oui Non
Filles 20 4
Gargons 10 2

Chaque éléve a noté sa réponse sur une fiche.&lverau hasard une fiche parmi les 36. Tous les
tirages sont équiprobables.

On considere les événements suivants :

O : «lafiche est celle d’'un éléve qui a répondu»

F . «lafiche est celle d’'une fille»

Les événements O et F sont-ils indépendants ?
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VARIABLE ALEATOIRE.

Définition.

Q étant I'univers associé a une épreuve aléatoifeidane variable aléatoire s@r c’est associer un
réel a chaque éventualité de

( Attention, une variable aléatoire est une foncio

Loi de probabilité.

X étant une variable aléatoire définie sur un ursiimi Q , définir la loi de probabilité de X, c’est
associer a chaque valeumprise par X, la probabilité p ( Xx; )

EX7

Une roue de loterie est partagée en 12 secteuns eé@ableus, 3 verts, 2 jaunes et 1 rose .

Lors d’'une partie, on fait tourner la roue et upere fixe désigne la couleur obtenue a l'arrét.

Le joueur gagne 50 euros si la roue s’arréte soohe rose, 10 si la roue s’arréte sur la zonegjaisi la
roue s’arréte sur la zone verte et il perd 10 esrtsroue s’arréte sur la zone bleue.

Définir une variable aléatoire correspondant aec@&preuve et déterminer sa loi de probabilite.

Espérance mathématiqgue d’'une variable aléatoireaiee, Ecart-type.

Soit {x1, X2, ..., X% } 'ensemble des valeurs prises par une varial@lataire X.
Pour tout nombre entiertel que 1< i < n on pose p=p ( X =X;).

On appelle espérance mathématidada variable aléatoire X le nombre réel notéE) défini par:

n
E(X)=>%P = X1p1+X2P2+ ... + XnPn
i=1

SIiE (X) =0, ondit que X est une variable céeat

EXS8

Dans I'exercice précédent, déterminer le gain mayee I'on peut espérer pour chaque partie.
On appelle variancde la variable aléatoire X le nombre réel positite V ( X ) défini par:
4 2 n 2 2
V(X)=> p(xi-E(X))*=> pxi® - E(X)
i=1 i=1
SiV(X)=1,onditque X est une variable ri¢elu

On appelle écart-typee la variable aléatoire X le nombre réel posibifeno ( X ) défini par:

o (X)=V(X)
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Fonction de répartition.

X étant une variable aléatoire définie sur un ursiVimi Q ,on appelle fonction de répartition de X , la
fonction F, définie d®R vers[0; 1] par:
F(x)=p(X=x)

Ona:p(XX)=1-F(X) et px<Xsx)=F(X)-F(x)
F est une fonction croissante §ur

EX9

Une urne contient 10 boules: 5 blanches, 2 noir8g@uges. On extrait 1 boule de I'urne.
Sur cette épreuve on considére le jeu suivant:

» Tirer une boule noire rapporte 6 points.

» Tirer une boule rouge rapporte 2 points.

» Tirer une boule blanche enléve 2 points.

On désigne par X la somme des points associéeaae til'une boule.

Combien de points obtient-on en moyenne par titage

EX 10

Dans une urne il y a 10 boules numérotées de @a %ire 2 boules, simultanément, de I'urne.

A chaque tirage on associe le plus petit des daménos sortis. On note X la variable aléatoirecise.
Déterminer la loi de probabilité de X et sa fonetae répartition.

Déterminer les probabilités des événements: <(&) ; (X >5);(3<X 6)

EX11

Un dé cubique est pipé de telle fagcon que, si @ae pola probabilité d’apparition de la face notée n,a
P2=P1; PB=3p1; Pa=2p1; P =2p1; Ps=2P3.

On lance le dé 2 fois de suite et on note X lsabde aléatoire qui donne la somme des deux faces
apparues.

» Déterminer la loi de probabilité de X.
o DéterminerE (X),V (X)a(X).
* Représenter graphiguement la fonction de répartdio X.
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Lois de probabilité

Une loi discrete: la loi binomiale

Epreuves indépendantes.
Deux épreuves aléatoires sont dites indépendatagule tout événement de I'une est indépendant de
tout événement de l'autre.

Epreuve de Bernoulli.

C’est une expérience aléatoire n'ayant que dewegspossibles, que 'on nomme souvent succes et
échec.

Sip est la probabilité du succes, algrs 1 —p est celle de I'échec.

Schéma de Bernoulli.
On appelle schéma de Bernoulli de parametres Wexérience aléatoire consistant a effectuer
successivement n épreuves de Bernoulli identigueslépendantes, de probabilité de succes p.

Loi binomiale.

Une variable aléatoire X suit la loi binomidBe( n , p) de paramétres etp, olin est un nombre entier
naturel efp un nombre réel compris entre 0 et 1 lorsque X ddamombre de succés dans la répétition de
n épreuves de Bernoulli de probabilité de sugcésas d’'un schéma de Bernoulli)

Le résultat du calcul se lit directement a la maehi

Propriétés Soit une variable aléatoire X suivant la lmidmialeB (n , p) :
E(X)=np; V(X)=npg; o(X)=4npq

EX 12 A chaque tir, la probabilité pour que le tireuiouche la cible est de 0,7. Il tire 3 fois de suit
* Quelle est la probabilité qu’il touche la cibledsf ?

* Quelle est la probabilité qu’il touche la cibledsf ?

* Représenter la loi de probabilité et la fonctionrélartition.
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Loi binomiale et tableur.

Le calcul dgp(X=Kk) a I'aide d’un tableur est réalisé avec I’inst'runt|:LOI.BINOMIALE(k;n;p;FAUX)
Le calcul dep(X <K) a I'aide d’un tableur est réalisé avec I’inst'runt\:LOI.BINOMIALE(k;n;p;VRAI)

Pour insérer une commande de probabilité
cliquer sur fx

:5] Fichier Edition Affichage Insertior

: | - } 1 . 5% {=a-2
B1 -
A G
1 0
=
2 1
3 P
4 3
LOLPOISSON | » =
A [ 8 | ¢ | b | E | F | 6 | H
Puis choisiiStatistiqueset ] 0= : ' : Y
2 1 Insérer une fonction } o]
LOI.BINOMIALE = 1 - Y i
T 3' Recherchez une fonction ¢ 1
R 4 | Tapez une bréve description de ce que vous voulez faire, Ok i
a3 5 ] | puis diquez sur OK 3
Z 5: Ou sélectionnez une gaté .__
_—g_ ; 1 | Sélectionnez une fonction : :
10 9 3 =
il 10 :
12| 11 QLML
13 12 | LOLEXPOMEMTIELLE
ETE | § LOLF
—1:’— li {LOL.GAMMA o,
6 15 LOLBINOMIALE{nombre_succés;tirages;probabilité_succés;..)
? 15. Renvoie la probabilité d'une variable aléatoire discréte suivant la loi binomiale.
18] 17 |
19 18
E 19: | Aide sur cette fonction [ oK J [ Annuler I
21 20 & = =
29 21 - - ™ ™ '
= 2 = - —
LOLBINOMIALE = X J@ =LOI.BINOMIALE{A1;100;0,3;FAUX)
-~ . AT mmmEa. ¢ [ b [ [ & e [ w ]
Dans la boite de dialogue, E5i [ AU
. . . 2 1
renseigner la case indiquant le 3 I Ce— = ——
nombre de succes, le nombre by I | Pr—
7 T b 5 :
d’épreuveq, la probabilité du 5a ; it aes 41 -0
N . =i 7 Tirages 100 .| = 100
succe9 puis FAUX ou VRAI N i S e - 0
% 13 Cumulative |Faux |=|i = FAUK
1 n = 3,23448E-16
:“_i :‘é Renvoie la probabilité d'une variable aléatoire discréte suivant la loi binomiale,
8] 1 {4
% 12 i Nombre_succés représente le nombre de succés obtenus lors des tirages.
W
9] o
_20 19 ||
21 20 || Résultat = 3,23448E-16
% g; || Aide sur cette fonction | Annuler |
24 23 — ——— ———————

EX 13 Onlance 2 dés puis on totalise les points marqués.
Au bout de 20 lancers, quelle est la probabiligésdir obtenu 10 fois un total supérieur ou égal?a 8
Représenter la loi de probabilité et la fonctiorr@aartition sur tableur et calculatrice.
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EX14

Dans une urne il y a 10 boules blanches et 18 baualeges indiscernables au toucher. On considere
I'épreuve qui consiste a extraire, au hasard, lap@s I'autre et sans remise, deux boules ded! ®m
est dans une situation d’équiprobabilité. On doangour chaque résultat, la valeur exacte et uleeiva
approchée a 17 preés.

1) Déterminer la probabilité de I'événement sutvén: ** La deuxieme boule tirée est blanche ”

2) On répeéte 5 fois de suite I'épreuve précédexpiees chaque épreuve, les deux boules tirées sont
remises dans l'urne. Soit X la variable aléatoire g chaque partie de 5 épreuves, associe le rodebr
fois que se produit I'événement E.

a) Expliquer pourquoi X suit une loi binomiale; prémises parametres de cette loi.

b) Calculer la probabilité de I'événement F: * E seduit exactement deux fois ”

EX15

Une usine fabrique des pieces dont 1,8 % sont tl&feses.

Le contréle des pieces s’effectue selon les prdibaronditionnelles suivantes:

» Sachant gu’'une piece est bonne, on l'accepte aveprobabilité de 0,97.

» Sachant gu’une piece est mauvaise, on la refuseumeeprobabilité de 0,99.

1) Quelle est la probabilité qu’une piéce soiedéieuse ?

2 ) a) Montrer que la probabilité gu'une piecd géifectueuse et acceptée est 0,0002.
b ) Montrer que la probabilité qu'une piecé bonne et refusée est 0,029.
¢ ) Calculer la probabilité qu’il y ait unereur dans le controle.
d ) Quelle est la probabilité qu’il y ait deexeurs lorsque I'on effectue 5 contréles.

Une loi discrete: la loi de Poisson

Une variable aléatoire X suit la loi de Pois$®(4 ) de parametrel positif lorsque sa loi de probabilité
est définie par :
-2 A%
k-
Le résultat est donné directement par la calcakatri

Pour tout nombre entier natutel p (X =k) =e

Propriétés. Soit une variable aléatoire X suivant ladeiPoissor® (1) :
E(X)=A ;V(X)=4; a(X)=+A

Champ d'intervention.

La loi de poisson correspond au nombre de réalissibbservées, durant un intervalle de temps de
longueur donnée, lorsque le temps d’attente ertne déalisations est fourni par une loi exponelatiel
L'idée a retenir est gu’une loi de Poisson intemvigans la modélisation de phénomenes aléatoirés ou
futur est indépendant du passé. ( par exemple:gsathe machines, sinistres, mortalité, stocks ...)

Loi de Poisson et tableur.

Le calcul dgp(X=x) a I'aide d’un tableur est réalisé avec I'inst'rqnt|:LOI.POISSOI\I>(; A ;FAUX)
Le calcul dgp(X <x) a I'aide d’'un tableur est réalisé avec I’inst'runt\:LOI.POISSOI\b(; A ;VRAI)
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EX16

a) Soit une variable aléatoire X suivant la loi ded3on de parametre 4. Déterminer la probabilitéadtav
7 < X < 9. Représenter la loi de probabilité et la famctile répartition sur tableur.

b) Soit une variable aléatoire X suivant la loi ded8on de paramétre 7. Déterminer la plus petitauvale
de k vérifiant: p (X k) = 0,80.

c) Soit une variable aléatoire X suivant une loi désBon. Déterminer & I0prés le paramétré,
sachantquep (X=0)=0,3

EX17

Un chef d’entreprise, pour éviter I'attente des icars venant livrer, envisage, si cela se montre
nécessaire, de construire de nouveaux postes tHargément. Il y en a actuellement 5.

On considere, pour simplifier I'étude, qu’il fauterjournée pour décharger un camion. Une enquéte
préalable sur 120 jours ouvrables a donné lestegsiduivants:

o]
[EEY
(&)

Nbex; d’arrivées / jour 0 1 2 3 4 5 6 7 3

Nombren; de jours 2 10 18 22 23 19 1?2 1 4 ? 1

A ) Calculer la moyenne, la variance et I'écartetyfe cette série.

B ) La variable aléatoire X mesurant le nombrea®ions venant livrer, par jour, suit une loi ded3on

de parametrel = 4

a) Quelle est, a 0,001 pres, la probabilité de n’asagun camion en attente ?

b) Combien faudrait-il de postes de déchargement goeia probabilité de n’avoir aucun camion en
attente soit supérieure a 0,95 ?

c) On prévoit, pour les années a venir, un doublemend fréquence de livraisod:= 8. Combien
faudrait-il de postes de déchargement pour queolagbilité de n’avoir aucun camion en attente soit
supérieure a 0,95 ?

EX18

Une entreprise dispose de 100 camions pour tratessa production.

On suppose que la variable aléatoire X mesuraminebre de camions en panne un jour choisi au hasard
suit une loi de Poisson de parameétre 5.

A) Calculer la probabilité d’avoir au moins 95 damns en service un jour donne.

B ) Calculer le nombre de camions dont on peutsirale disposer un jour donné avec une probab#ite
98 %.
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Approximation d’'une loi binomiale par une loi dei$smn.

On admet que si est “grand ”,p “ voisin " de 0 etnp pas “trop grand ”, alors la 1dB (n , p) est trés
proche de laloi P (A1) ou A=np.

( En général on utilise cette approximation lorsque30 etp < 0,1 etnp< 15, ou lorsque > 50 et
p<0,1etnps 10).

L'intérét de ce théoréme est que I'on peut remplace loi dépendant de deux parameétres par urie loi
un parametre, I'espérance mathématique étant c@eser

EX19

On a observé que 2 % des micro-ordinateurs d’ua dgmné tombaient en panne par mois d’utilisation.

On suppose que les pannes de tels micros sontandaptes.

On note X la variable aléatoire associant le nomieasuel de pannes prévisibles a chaque parc de 150

machines (on assimilera le choix des 150 machingstiiage avec remise et on supposera les pannes

indépendantes )

1) Déterminer la loi de probabilité de X et catrul probabilité de chacun des événements suivants

a) le nombre mensuel de pannes est 5.

b) le nombre mensuel de pannes est au plus égal a 3.

2 ) On admet que la loi de X peut étre approchéeipaloi de Poisson. Donner le paramétre de tmatte

3) On utilise cette approximation dans la suitéelercice.

a) Refaire les calculs du 1).

b) Déterminer le nombre minimal N tel que la probadite I'événement: “le nombre mensuel de pannes
est au plus N ” soit supérieur a 0,99.
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Lois de probabilité continues ( ou a densité ).

Lorsque l'univers d’une expérience aléatoire estnsemble fini, la loi de probabilité définie set ¢
ensemble fini de valeurs est une loi discréte.

Lorsque les issues d’une expérience ou les vajeigss par une variable aléatoire peuvent étreptite
quel nombre d’un intervalle | d&, on parle de loi continue.

Soit | un intervalle d&.
On appelle densité de probabilité sur | toute fimmdt définie sur | vérifiant les trois conditions
suivantes :

» festcontinue sur |

» fest positive sur |

» |aire située sous sa courbe C est égale a uné diiire

On définit la loi de probabilitg de densité sur 'intervalle | en associant a tout intervakle p] inclus
b
danslleréelp([a;b]) = Iaf(x) dx

On dit quep est une loi de probabilité a densité sur | ouloneontinue sur I.

y=ix)

p(lasbl)=p(asX<b)=[ 109 dx;

p (X =a) est nulle (aire d'un segment ), donc on peliseti indifféeremment < ogdans I'écriture de la
probabilité¢ p(as< X< hb)

Soit X une variable aléatoire de densité de probalfjldéfinie un intervalle | d&.
L’espérance dX est :E (X) = j xf(x)dx

La variance dX est :V (X) = jl (x- E(x))2 f(x) dx

L'écart-type deX esta (X) = 4V (X)
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Une loi continue : la loi uniforme.

On appelle loi uniforme sur l'intervalle | af b] deR, la loi de
probabilité continue sur | dont la dendigst définie par : V=ftx)

f(x):i Si asx<b
b-a

f(x)=0 si x<aoux>Db

Pour cette loi, la probabilité d’'un intervallea(; § ] inclus dans | =4 ; b] est égale au quotient de la
longueur de [a ; S ] par celle ded ; b

p(faip]) = [F-Ltax=B1

apb-a b-a

Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme \atervalle | = [a; b] deR,

L’espérance dX est :E (X) = szf(x) dx= %b

- N ) — 2 _(b-a)?

La variance dX est :V (X) = jl (Xx—E(X)“ f(x)dx = ECTE
b-a
L'écart-type deX esto (X) = X)=—=ro
yp X) =W (X) s

La fonction de répartition de la loi uniforme sar; [b] est la fonctiorF définie surR par :
F(X)=0 si x<a

F(x)=x;a si asx<b
b-a

F(xX)=1 si x>b

EX 20 X est une variable aléatoire qui suit la loi unifersur l'intervalle [0 ;4].

Donner la fonction densité dé

Déterminer les probabilités suivantgg X 0[1,3] ) ,p(X <25 ),p(02< X <35 ),p(X 1),
p(X =1), p(X>1).

Déterminer I'espéranc&(X @t en donner une interprétation

Déterminer la varianc¥ (X el I'écart-typea(X )

Représenter cette loi et sa fonction de répartition

EX21

Sur une autoroute, deux postes consécutifs deht@hépde secours A et B sont distants de 5 km.

On note X la variable aléatoire qui, a tout véhecidimbant en panne entre A et B, associe la distamc
km parcourue depuis le poste A

On considere quX suit la loi uniforme sur l'intervalle [0 ;5].

Donner la fonction densité dé

Déterminer les probabilités suivantgg X [0[0,1] ) ,p( X O[3,5] )

Déterminer I'espéranci&(X @t en donner une interprétation

Déterminer la varianc¥ (X el I'écart-typeog(X )
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Une loi continue : la loi exponentielle.

On appelle loi exponentielle de paramétria loi continue y=ffx)
admettant pour densité la fonctibdéfinie sur [0 ; +o[ :

par f(x) =4 e Xou A est un réel positif fixé.

Pour cette loi, la probabilité d’'un intervalleaf; S ]inclus dans [ O ; ¢o[ est égale a :
B . _ _
p(la;p1) = [Tre’ dx =[-™1f

X o _aAx, 0

X
On peut donc écrirep ( X < x) :J‘/}e_/“dt = [—e_’“]0 e’ "+e’ =1-e
0

etdonep (X>x)=1-p(X<x)=1—(1-e?X)= g?*

L 1

Dans le cas de la loi exponentiell&(X) = V(X) :/12 . g(X) :%

Loi exponentielle et tableur.

Le calcul dep(X <k) a I'aide d’un tableur est réalisé avec l'instront
=LOILEXPONENTELLE(k;A ;VRAI)|

EX 22

X est une variable aléatoire qui suit la loi expdietie de parametres 0,05

Calculer les probabilités suivantgs(X [1[25,35] ) ,p(X <20 ),p(02< X <35),p(X >40).
Déterminer I'espérancg&(X @t en donner une interprétation.

Représenter la loi de probabilité et la fonctiorr@eartition sur tableur.

EX 23

X est une variable aléatoire qui suit la loi expdietie de parameétres 0,2
Calculer les probabilités suivantes(X 00[1,3] ) ,p(X <6 ) ,p(X >4 ).
Déterminer I'espérancg&(X) et en donner une interprétation

EX 24
X est une variable aléatoire qui suit la loi expdietie de parametres 0,1
Déterminer le nombre rérltel quep(X <x )=0,4

EX 25

1. Cas particulier

a) Donner la fonction de densite de la loi exponentielle de parametre 2.

b) Calculerfy(0) et le nombre dérivg' (0).

c) Déterminer une équation de 8t en déduire I'abscisse du point glcdupe l'axe des abscisses

d) Représenter sur I'écran d'une calculatrice wu @'dinateur la représentation graphiquel€ f, ainsi
gue sa tangente, En son point d'abscisse 0.
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2. Cas général

Reprendre les questions a), c) et d) en remplacpatd ou A > 0.

En déduire une interprétation graphique de l'esérd'une variable aléatoire qui suit la loi expuigde
de parametrel .

EX 26

T est la variable aléatoire qui, a toute lampe dentain type prélevée au hasard dans un stockrienip
associe sa durée de bon fonctionnement (en heawas) la rupture du filament.

On suppose que T suit la loi exponentielle de pateard,0004.

1. Donner la fonction de densité de T.

2. Calculer les probabilités des événements siwgvant

A: « la durée de bon fonctionnement de la lamptepéé est comprise entre 2000 h et 2800 h»,

B: « la durée de bon fonctionnement de la lamplkepéé est inférieure a 3 000 h »,

C: «la durée de bon fonctionnement de la lample#é est supérieure a 2 500 h »,

D : « la durée de bon fonctionnement, de la lampepée est égale a 2 800 h ».

3. Déterminer l'espérance E(T) et donner une ird&aifon du résultat dans le contexte de I'énoncé.

EX 27

T est la variable aléatoire qui, a toute machieen@outeiller d'un certain type prélevée au hasang din
stock important, associe sa durée de bon fonctraené(en jours) avant une défaillance.

On suppose que T suit la loi exponentielle de patesrD,005.

1. Donner la fonction de densité de T.

2. Calculer les probabilités des événements sigvant

A : «la durée de bon fonctionnement de la machrgéevée est comprise entre 150 et 250 jours »,
B: « la durée de bon fonctionnement de la machiékeyeée est inférieure a 275 jours »,

C: «la durée de bon fonctionnement de la machiéleyée est supérieure a 200 jours »,

D - « la durée de bon fonctionnement de la machigkevée est égale a 220 jours ».

3. Déterminer I'espérance E(T) et donner une irg&apon du résultat dans le contexte de I'énonce.

EX 28

1. Claudius le jardinier a installé 10 bornes lumises pour baliser une allée du jardin. Chaquesbesh
équipée d'une ampoule halogene de 35 watts. Ontagraees ampoules fonctionnent indépendamment
les unes des autres et que la variable T qui, aomule quelconque, associe sa durée de vie inedgr

en heures, suit une loi exponentielle de paramét:l:ao_4
a) Quelle est la durée de vie moyenne d'une amfule
b) Quelle est la probabilité qu'une ampoule doragetionne encore aprés 20 000 heures d'utiliséion

2. Désireux de faire des économies, Claudius skdans un magasin spécialisé et achete 10 ampariles
nouvelle génération, fabriquées a partir de ledg/aht une puissance tres faible de 1 watt. Onlpeut

sur I'étiquette du blister contenant une de cesoalep que sa durée de vie moyenne est de 80 00€sheu
On admet que ces ampoules fonctionnent indépendatiaseunes des autres et que la variable aléatoire
W qui, a une ampoule quelconque, associe sa dereetexprimée en heures, suit une loi exponentielle
de parameétreu .

a) Calculer la valeur exacte de.

b) Quelle est la probabilité qu'une ampoule dg/pe fonctionne encore 20 000 heures aprés sa mise e
service ?
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Une loi continue : la loi normale

Activité
On s’intéresse a la répartition des résultats detame de 12 nombres, chacun de ces nombresiétant t
au hasard entre 0 et 1, c'est-a-dire selon unaitorme.

* Avec le tableur de GeoGebra entrer en cellule Aktfuction :
=random()+random()+random()+random()+random()+ramgerandom()+random()+random()+r
andom()+random()+random() et recopier jusqu’en B100

» Sélectionner les 5000 valeurs puis, par un clitt dréer une liste ( listel)

On regroupe ensuite ces valeursarasses.

» Créer un curseurallant de 5 a 30

» Creéer un histogramme en entrant dans la barreisie sa
Histogramme|[false, Classes]liste1,n],listef1/5000]

Régler le curseur@a= 5 et appuyer plusieurs fois sur F9 puis augmenjigsqu’a 30, en appuyant
plusieurs fois sur F9 pour chaque valeunde
Que constate-t-on ?

La loi uniforme sur [0 ;1] a une espérance de Oife variance del%.
En répétant a l'identique la méme expérience 12 faisomme des 12 nombres conduit a des valeurs de
moyenne dd.2x 05=6 et de variancle2><1—12 =1

Saisir sur GeoGebra l'instruction : f=Normale[6]1,x

Avec le curseur régléra= 30, faire plusieurs fois F9.

Qu’'observe-t-on ?

Donner d’apres la fenétre « algebre » de GeoGeéxaression analytique de la fonction de denkité

Cette activité illustre le fait que lorsqu’un phémene aléatoire est la somme d’'un assez grand naiebre
phénomenes aléatoires indépendants de méme lellé¢ que soit cette loi) il suit une loi normale.

Définition
, . , y=ix) |
On appelle loi normal® (#,0 ) de paramétreg et ¢ la loi
continue admettant pour densité la foncfioiéfinie suR par :
1( x-u\ " —
£(x) 1 _z(xaﬂj a Hob
X)= e
o2

Pour cette loi, la probabilité d’'un intervalleaf; 5 ] est égale a :

4]
p(lap) = [ ——e? 7 x

Une loi normale intervient dans la modélisatiomptiénomeénes aléatoires possédant de nombreuses
causes indépendantes dont les effets s’ajoutard,cgae I'un soit dominant.
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Soit une variable aléatoire X suivant la loi noreldl (¢ , o):

E(X)=u; V(X)=0?;, 0 (X)=0

Loi normale centrée réduitd (0, 1)

. : s : : : X - . .
Si variable aléatoire X suit la loi normdM(u , o), alors la variable T = # " suit la loi normale

centrée réduitdN (0, 1)

La densité de probabilité de T est la fonctiaiéfinie suR par:f (t) =

représentation graphique la courbe de Gauss.

Propriétés

o

e

I\)‘ﬁm

1
N2

et qui a pour

p(X = u) =05

p(u-o<X<su+o)=068

.)R/I\.’S
T
u
0.65 0,16

0.16

HU-C i H+0

p(u—-20< X <u+20)=095

p(u-30< X< u+30)=099

0,99

0,005 | 0.005

- 3o i H+30
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Loi normale et tableur.

Le calcul dgp(X <k) a I'aide d’un tableur est realisé avec I'instrant =LOL.NORMALE(X; i; 0 ;VRAI)|

Représenter la loi normale et sa fonction de rémartsur tableur

Pour cela on créera en colonne A une liste de newdmiant de —5 a 5 avec un pas de 0,01.

En colonne B, chaque lignelonne le résultat dg§X=A;)

En C1 on répéte B1 et dans la suite de la colonae €imule la somme des résultats de C1, pdtir
obtenirp(X < A))

EX 29
Sachant que la variable aléatoire X suit la lonmaleN (0, 1), déterminer:
a)p(Xs 2,53) b)p(X>1,27) c)p(-1s5X < 2,31) d)p (X< -1,39 )

Déterminer le nombre réel a sachant que la variBktoire X suit la loi normaldl (0, 1) et que :
a)p(X<a)=0,99 b)p[x <a)=0,99 c)p(X a)=0,05 d)p(Xx a)=0,1

EX 30
Sachant que la variable aléatoire X suit la lormaleN (24 : 6,5), calculer:
a)p(X=27) b)p(X=10) c)p(1& X <20) d) p (x|=227)
EX31
Sachant que la variable aléatoire X suit la lonmaleN ( 20 ; 5), calculer:
a)p(Xs 28) b)p(X=28) c)p(1lz X <28)

Déterminer le réel a tel que:
a)p(X<a)=0,99 b)p(x a)=0,01 c)p(%xa)=090 d) p(20-aX < 20+a)=0,95

EX 32

On ajoute du S@dans un vin pour le protéger d’'une part des aéaaies levures et des bactéries, d’autre
part de I'oxydation.

Apres embouteillage on préléve des échantillorsOdeouteilles sur la chaine d’embouteillage et osed
dans chaque bouteille la concentration en, Siibe qui sera exprimée en mdL

La production étant trés importante, on assimilprééevement a un prélévement non exhaustif. Megi
résultats du dosage du $@ans un échantillon:

Concentration (mgL*)| [20;20,2[ | [20,2;20,4[ [20,4;20,6[ [B0,20,8[| [20,8;21]

Nombre de bouteilles 3 9 20 13 5

1) Donner des valeurs approchées & pés de la moyenne m et de I'écart-typde cet échantillon.
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2 ) A chaque production obtenue aprés avoir ajdut80O, on associe la concentration en Slibre. On
définit ainsi une variable aléatoire X. On admeg dusuit la loi normale de moyenne 20,5 mdket
d'écart-type 0,2 mgL'.

On estime que le vin est impropre a la consommai¢en concentration en SQibre est supérieure ou
égale & 20,9 mgL.

Quel est, a 1 % pres, le pourcentage de boutéitpsopres a la consommation ?

EX33

Un atelier produit des joints d’étanchéité.

La variable aléatoire X qui, a tout joint pris aashrd, associe sa durée de vie exprimée en helirés s

loi normale de moyenne 970 et d’écart-type 200.

1. Déterminer la probabilité qu’un joint pris au habkait une durée de vie comprise entre 720 et 1000 h
2. Déterminer la probabilité qu’un joint pris au hakait une durée de vie inférieure a 620 h.

3. Un joint est défectueux si sa durée de vie estigiée a 620 h.

Calculer le nombre présumé de joints défectueus darensemble de 500 joints
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EX 34

On étudie la cote d’'une piéce produite par une imach

Soit X la variable aléatoire qui, a chaque piéaetau hasard, associe sa cote X.

X suit la loi normale de moyenne m = 20 mm etdétypeos = 0,20 mm.

1. Une cotex est correcte sim -@< x < m + 3o . Calculer la probabilité qu’'une cote soit correcte
2. Déterminer la valeur a telle que p (Xa ) = 0,20.

Approximation d’'une loi binomiale par une loi norma

On admet que $i> 30, np>5 et n(l- p) = 5alors la loi binomiald3 (n, p) est trés proche de la loi

normaleN (x , o) ot 4 =npeto=/np(l- p).

Correction de continuité

Si X est la variable aléatoire qui suit une loidsiriale et Y son approximation qui suit une loi natey il

faut effectuer une correction de continuifg((a< X< b) =p( a—% <Y< b+% )

EX 35

On jette 10 fois de suite une piece de monnaie égeriibrée en notant a chaque fois le résultatjute

constitue une partie.

1) On note X la variable aléatoire qui,a chaguéigaaassocie le nombre de * face” obtenu.

a) Justifier que la loi de probabilité suivie par Eiable X est une loi binomiale; on précisera les
parametres de cette loi.

b) Calculer la probabilité de I'événement E : “ lembore de “ face” est compris entre 3 et 6 ” ( hes
incluses ).

2 ) On décide d’approcher la loi de la variableaée discréte X par la loi normad (m , o).
Expliquer pourquoi on prend m = 5 @t=,/25.
On considére une variable aléatoire Y suivantildNd 5 , \/25 ). En utilisant cette approximation,

calculer la probabilité de I'événement “ le nomlde* face” est compris entre 3 et 6 ”(borneslumses),
Cestadirep(25Y <6,5).
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Couples de variables aléatoires.

Soit deux variables aléatoires X et Y définiestsuméme univer§) et prenant un nombre fini de
valeurs.

( X, Y) constitue un couple de variables aléa®if ou variable aléatoire & valeursRar).

L'image de toute éventualite par ce couple est le coupl& (y) oux est 'image dew par X ety
'image dea par.

La loi de probabilité du couple (X, Y ), ou lamjointe de ( X , Y ), est I'application définierd® ? par:
(Xi,yj) »p(X=xietY=yj)=pi.

Elle est en général présentée sous forme d'unaalde entrées.

X\Y V1 Yk Yn loi de X
X1 P11 Pk Pin P1
Xi Pi1 Pik Pin Pi
Xm pml pmk pmn pm

loi de Y p’'1 P’k P’ n 1

Ona: p=p(X=xj)=pizt+..+pn e pk=p(Y=yk)=px+..+pnk.

On appelle probabilités marginales les valeursakesix par ligne et par colonne.

Attention : si la loi du couple définit les lois nginales et donc les lois des variables aléatoiresY, la
réciproque n’est pas vraie. La connaissance desl®oX ou Y n’est pas suffisante pour connaitieildu
couple.

Exemple: les lois définies par les tableaux ci-desssont distinctes tout en admettant les mémes loi
marginales:

X\WY| 1 2 3 X\Y | 1 2 3
0,10{ 0,25|0,15| 0,5 1 01| 0,2] 0,4 0,5
2 10,10]0,25|0,15| 0,5 2 01| 0,3] 0, 0,5
0,2] 0,5] 0,3 0,2| 0,5] 0,3

Opérations sur les variables aléatoires.

Exemple : Somme de deux variables aléatoires.

Soit deux variables aléatoires X et Y définiestsuméme univer§) et prenant un nombre fini de
valeurs, on obtient la loi de probabilité de la soenS = X + Y en associant a chaque valeur de s la
somme des probabilités correspondant a tous lgdedont la somme des coordonnées est €gale a s.

Exemple: X\Y| 1 2 3 S 2| 3| 4] 5
1 12/0,13/0,2/4/0,2 p(S=s)| 0,10,3/0,5/0,1
2 13/0,194/0,35/0,1

On peut définir de méme les variables aléatoidesY., aX+b, a et b étant des réels
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Indépendance de deux variables aléatoires.

Soit X une variable aléatoire discrete prenantamlbore fini de valeurs k, ... , k, ..., ky.

Soit Y une variable aléatoire discrete prenantemlore fini de valeurs k', ... , ki, ..., K;.

X et Y sont indépendantes si, pour tgut< i < n,et pour touf, 1< j < p,ona:
p(X=kietY=Kj)=p(X=k)xp(Y=Kkj).

Dans le tableau, chaque probabilité est égale @dufirdes probabilités marginales; g pi x pj
Si X et Y sont indépendantes, E (X ,Y )=E)XE (Y)

Espérance mathématique

Soit X et Y deux variables aléatoires définiestsuméme univers:
E(X+Y )=E(X)+E(Y)

E(X-Y )=E(X)-E(Y)

E(aX+b)=aE(X)+b

Variance.

Soit X et Y deux variables aléatoires définiestsuméme univers et indépendantes:
V(X+Y)=V(X)+V(Y)

V(X=Y)=V(X)+V(Y)

V(aX+b)=&V(X)

Exemple dans le cas de lois normales X, et X, sont deux variables aléatoires indépendantes
suivant les lois normales respectidg my, o1) etN (m,, 0,),

alors X3 + X suit la loi normale de moyenne;m m; et d’écart-type,/al2 +0'§ et X; — X, suit la loi

normale de moyenne p+ m; et d’écart-typeJo*l2 +0’22 :

EX 36
Soit X et Y deux variables aléatoires définiestsuméme univers et indépendantes et suivant

respectivement les lois normalds( 22 , 4 ) efN (18, 3). Soit la variable aléatoire Z = X +®n
admet que Z suit une loi normale.

Justifier que I'espérance mathématique et I'éggue-tde Z sont respectivement 40 et 5.

Calculer la probabilité de I'événement 34Z < 48.

Déterminer le nombre réel positif tel que la probabilité de 'événement “ 48 < Z < 40 +a " soit
€gale a 0,95.

EX 37
Une machine est sujette a 2 sortes de pannesgndaptes I'une de l'autre:;Ret P, .
Soit X la variable aléatoire qui, a chaque mackieee type, associe le nombre de pannesuR/enues

pendant les 3 premiéres années d'utilisation. Xlauoi de Poissof® (1,5).
Soit Y la variable aléatoire qui, a chaque mackieaee type, associe le nombre de pannesuR/enues

pendant les Bremiéres années d'utilisation. Y suit la loi désBonP (0,5).

1) Calculer les probabilités des événements stévan

a) il n’'y a aucune panne

b) il y a exactement 3 pannes

c) il y a au plus une panne

2 ) Retrouver les résultats du 1 ) en admettanfajuariable aléatoire X + Y suit une loi de Poissie
paramétre 2.
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EX 38
Les parties A, B et C sont indépendantes.
Une usine fabrique des tiges métalliques.

A ) dans un lot de 1000 piéces, on a mesuré legikurs des tiges en mm.

Longueur (mm)[67,5;725[ | [725;775[| [77,5;825] 28;875[ | [87,5;925|
Nombre de 5 95 790 100 10
pieces

1. Tracer I'histogramme de cette série statistique.
2. En supposant que dans chaque classe tous les &épansitués au centre, calculer une valeur
approchée a 18 prés de la moyenne et de I'écart-type de cette.sér

B ) On préléve des piéces dans la production diounemée.
On suppose que la probabilité qu’'une piéece sodgudgfectueuse est 0,1. On note X la variableatéat
qui, a tout échantillon de 50 tiges, prélevé awatthsassocie le nombre de tiges défectueuses fes1h0.

1 a) Quelle est la loi de probabilité de X ?

b ) Déterminer une valeur approchée, &*1és, de la probabilité, pour un tel échantillon:
» de n'avoir aucune piéce défectueuse.
» d’avoir au plus 2 pieces défectueuses.

2 a) On admet que la loi suivie par X peut étygraghée par une loi de Poisson.
Déterminer des valeurs approchées, & s, de la probabilité de chacun des deux évémsrde 1 b).

C ) On considére maintenant que la variable alésadaiqui a toute tige de la production associe sa
longueur suit la loi normale de moyenne m = 8(t eéfécart-types = 2,5.

Dans ce qui suit on donnera, pour chaque résuiawvaleur approchée, a Tpres.

1) Quelle est la probabilité qu’une tige prisehasard dans la production ait une longueur compnge
775et8257?

2 ) On accepte les piéces dont la longueur est isenentre 77 et 86.

a) Quelle est la probabilité qu’'une piece soit acoefté

b) Quel est le pourcentage de piéces défectueuses ?



